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Resumen
En el presente trabajo de investigación se describe de manera constructiva
la conservación de las propiedades angulares del campo electromagnético y
la descomposición del momento angular y del flujo de momento angular en
sus componentes orbital y espinorial. A partir de este resultado y siguiendo
recomendaciones de trabajos anteriores se adopta una versión simplificada de
los modos Laguerre-Gauss, que conserva principalmente el factor de fase azi-
mutal, para generar haces que transportan momento angular orbital (MAO).
Estos haces conocidos como vórtices ópticos se generaron usando holografía
mediante modulador espacial de luz y las propiedades de fase se confirmaron
mediante interferometría (en un arreglo tipo Mach-Zehnder) entre el vórtice
y la onda Gaussiana de referencia. Emulando la técnica anterior nuevos ho-
logramas digitales que involucran simetrizacion y binarizacion de la imagen
fueron impresos en papel a la maxima resolucion posible y mediante la imple-
mentacion de fotografía analógica se plasmaron sobre acetato de alto contraste
(Kodalith 35 mm). A partir de esta técnica se generaron vórtices ópticos, sien-
do la primera vez que se logra en la Universidad del Valle, cuyas propiedades
de fase fueron confirmadas mediante interferometría con onda Gaussiana y
onda esférica. Los interferogramas de espirales entrelazadas obtenidos presen-
tan buena resolución y contraste. La portabilidad del holograma fotográfico
permitió construir una herramienta pedagógica útil para la introducción del
momento angular orbital de la luz. Finalmente, la exploración de esta técnica,
holograma sobre negativo fotográfico, permitió construir aberturas ópticas y




Desde 1936 se conoce experimentalmente que la luz provoca un efecto angular
sobre la materia asociado a la polarización circular1–5 denominado Momento
Angular de Spín (MAS). Posteriormente, en 19926 se propuso la medición de
otro efecto angular de la luz y se denominó Momento Angular Orbital (MAO).
El primer trabajo sobre un haz que transporta MAO6, motivo de este trabajo
de investigación, surgió aplicando la distribución de amplitud Laguerre-Gauss,
L−G, a un haz linealmente polarizado, representado por un potencial vector
de la formaA = e−ikzu(x, y, z)x̂, donde u(x, y, z) satisface la ecuación de onda
en la aproximación paraxial7. En ese mismo artículo Allen reconoció el uso
de lentes cilíndricas8,9 para obtener un modo Laguerre-Gauss10–20 a partir de
uno Hermite-Gauss21–25.
Ambos momentos angulares, MAS y MAO, deben su nombre a la analogía
con las componentes del momento angular del electrón en el átomo y al efecto
observado de la luz sobre la materia, uno de tipo spinorial26–28 y el otro de
tipo orbital29–47. Sin embargo, pese a la aparente distinción de sus efectos, las
propiedades geométricas48–59, las relaciones de conservación60–68 y sobre todo
la separabilidad69,71–83 carecen de trivialidad tanto teórica como experimental.
En laboratorio la primera transferencia de momento angular orbital de la luz
fue generada por He en 199584, utilizando un haz láser con singularidad en
la fase sobre partículas coloidales de alto índice de refracción. A partir de es-
te trabajo inicia la promoción85–88 y divulgación del potencial que acompaña
este nuevo grado de libertad de la luz89–100.
El tratamiento teórico del MAO de la luz, considerado un problema no conclui-
do para la física, se aborda generalmente desde la Electrodinámica Clásica de-
bido a la existencia de limitaciones instrumentales para examinar sistemas de
fotones individuales, pero principalmente por los conocidos avances en difrac-
ción e interferometría de modos láser a través de rejillas tipo tenedor25,101–104
y el poder descriptivo de la óptica matricial105–110 y la óptica paraxial56,111–123
tal y como se utilizará en este trabajo. Sin embargo, la descripción del MAO
desde la electrodinámica cuántica reúne trabajos destacados sobre su repre-
sentación124–134, relaciones de incertidumbre135,136 y cuantización de los modos
L-G137–147.
La innovación en los métodos para generar modos Laguerre-Gauss en for-
ma de Vórtices Ópticos (VO) o modos en forma de dona por el contraste
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entre la región obscura y sus alrededores brillantes, ha permitido pasar de
las lentes cilíndricas6,148–151, a las placas de fase en espiral152–175, dispositi-
vos y superficies nanométricos176–187, axicones188–195, mediante interferencia
de ondas196–198, q-plates199–202, prisma Dove203–206, y el más común y versátil
de todos los métodos, la difracción de pulsos Gaussianos mediante Hologra-
mas Generados por Computador (HGC)89,170,207–225 donde se destacan por su
alta resolución el modulador espacial de luz (MEL)226–236, y la nanofotolito-
grafía237–240. Métodos de generación de haces que transportan MAO menos
frecuentes pueden observarse en referencias adicionales167,241–246.
Para confirmar el transporte de momento angular orbital por parte de un haz
con singularidad en la fase se debe medir su carga topológica247–255, la cual
puede ser también fraccional256–268. La medición se puede realizar utilizan-
do sistemas ópticos que involucren aberturas con geometría específica269–275,
máscaras de fase276,277, lentes convexas278, péndulos de torsión279, contadores
de coincidencias280–285 o rejillas de difracción compuestas286,287. Estas últimas,
útiles incluso para haces de electrones288,289.
Investigación básica con haces que transporten MAO ha permitido estudiar fe-
nómenos de interferecia290–297, reflexión298 y difracción mediante HGC299,300,
transmisión a través de medios dispersivos301, con esparcimiento302, medios
anisotrópicos303 y materiales dieléctricos entre ellos la placa con fase en es-
piral304. Adicionalmente, se han utilizado haces MAO en medios no lineales
para generación de segundo armónico305 y vortices solitónicos306.
Esta propiedad de la luz representa en si misma una línea de investigación apli-
cada, de tal manera que actualmente haces que transportan MAO se utilizan
para atrapamiento y manipulación de partículas y células307,308 para transfe-
rir datos a través del aire309 y mediante fibras ópticas310–312. Trabajos más
recientes incluyen intrincamiento de modos LG313–322,325–332 y manipulación
de condensados de Bose-Einstein333–335. Aplicaciones adicionales para haces
que transportan MAO involucran fenómenos en Astrofísica336, materiales fo-
tónicos337 e interacciones opto-acústicas338, entre otras.
Dada la versatilidad de las aplicaciones del MAO de la luz y la necesidad de
extender aún más las áreas de investigación del grupo de óptica cuántica de
la Universidad del Valle (GOCUV) este trabajo se presenta como punto de
partida para adelantar futuras investigaciones teóricas y experimentales so-
bre descripción, generación, medición y aplicaciones de haces láser que poseen
factor de fase azimutal. En este sentido se propone abordar el problema de la
separabilidad del momento angular de la luz a partir de las propiedades me-
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cánicas del campo electromagnético, presentando una deducción alternativa
del MAO de la luz mediante el álgebra vectorial y describir las características
básicas de los modos Laguerre-Gauss y la relación entre el factor de fase azi-
mutal con la carga topológica m. Luego, utilizando hologramas generados por
computador mediante el software Matlab, se obtienen haces que transportan
MAO mediante dos técnicas holográficas. Una corresponde al uso del modula-
dor espacial de luz y la otra a la emulación de la anterior mediante fotografía
analógica (35 mm) de alto contraste. En ambos casos la carga topologica y de
manera equivalente el momento angular orbital de los vórtices producidos se
confirmó mediante interferometría tipo Mach-Zehnder, en el primer caso con
ondas Gaussianas y en el segundo con ondas Gaussianas y esféricas.
De este trabajo se espera adicionalmente construir una herramienta pedago-
gica de simple portabilidad que permita introducir el concepto de momento
angular orbital de la luz. A manera de motivación para un próximo trabajo,
se muestan imagenes del efecto de filtrado de un vórtice óptico a través de una
abertura anular circular frente al fenómeno de interferencia con onda esférica.
Finalmente se presentan las conclusiones y perspectivas del trabajo.
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A continuación se hará una descripción constructiva de la conservación de las
propiedades mecánicas del campo electromagnético, de forma tal que se pueda
abordar directamente el problema de la separabilidad del momento angular
de la luz.
1.1. Propiedades Mecánicas del Campo Electro-
magnético
El conjunto de las ecuaciones de Maxwell 1.1 que relacionan el campo eléctrico
E y la inducción magnética B con las densidades de carga ρf y corriente j, per-
mite obtener las propiedades mecánicas del campo electromagnético (EM)29.
∇ · E = ρf
εo
. (1.1a)
∇× E = −∂B
∂t
. (1.1b)
∇ ·B = 0. (1.1c)
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La conservación de estas propiedades se expresa a través de las ecuaciones de
continuidad, las cuales describen el cambio contínuo de cantidades en térmi-
nos de densidades. La razón de cambio para la densidad ρc de una cantidad
conservada localmente está dada por la divergencia de la respectiva densidad
de flujo jc y la densidad de fuentes q 339:
∂ρc
∂t
+∇ • jc = q. (1.2)
Aquí, ρc puede representar la densidad de carga o energía electromagnética,
así como también la densidad de momento lineal o angular EM y jc y q los
correspondientes densidades de flujo y fuentes. En caso de una cantidad que
se conserve localmente la densidad de fuentes se hace idénticamente igual a
cero. A continuación, se hará una revisión de las ecuaciones de continuidad
para la energía, el momento lineal y el momento angular del campo EM.
1.1.1. Conservación de la Energía
Es bien conocido que el trabajo por unidad de tiempo realizado por un
campo electromagnético (EM) sobre una carga q que se mueve con veloci-
dad v, ambos al interior de un volumen V se puede escribir, para una dis-
tribución ρf , utilizando las ecuaciones 1.1b y 1.1d y la identidad vectorial










∇ • S d3r, (1.3)
donde la densidad de energía del campo EM y la densidad del flujo de energía














respectivamente. La ecuación 1.3 se conoce como teorema de
Poynting y representa la conservación de la energía en una región donde co-
existen campos electromagnéticos, cargas y corrientes.
Si la superficie de integración de la figura 1.1 se hace lo suficientemente grande
de tal manera que en la frontera de a los campos E y B valgan cero, la energía










Figura 1.1: Volumen de integración de la ecuación 1.3 y la superficie a que lo
envuelve.
total del sistema E se conserva340.
1.1.2. Conservación del Momento Lineal
El cambio de momento electromagnético, F, que experimenta una distribución





(ρfE+ j×B) d3r. (1.4)











[Pp +PE ] +
∫
∇ • (T) d3r = 0, (1.5)




y la densidad de flujo de momento lineal del campo EM, T, o tensor de ten-
siones de Maxwell,






































donde δkl es el usual delta de Kronecker. Nótese que la traza de T es igual a
−ρE. Integrando con respecto a un volumen V que contenga los campos y las
partículas y extendiendo hasta la frontera, con T = 0, se tiene:
Pp +PE = cte.
1.1.3. Conservación del Momento Angular
Aunque menos frecuente, el momento angular se calcula de manera análoga
al momento lineal. La derivada temporal del momento angular mecánico del
sistema de cargas es igual al torque total sobre la distribución en un volumen





r× f d3r (1.9)
f es la densidad de fuerza del integrando en la ecuación 1.4. Incluyendo el
efecto de los campos E y B,
d
dt
[JE + Jp] =
∫
r×∇ • (T) d3r. (1.10)
Reescribiendo a partir de la identidad∇•(T×A) = (∇•T)×A+(TT •∇)×A,
d
dt
[JE + Jp] =
∫
∇ • (r× T) d3r +
∫
(TT • ∇)× r d3r. (1.11)
Ahora la componente i−ésima de la densidad de momento angular sería:
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d
dt
















El último término de la ecuación 1.12 es idénticamente igual a cero gracias a
la suma doble sobre los índices j y k, (
∑
jk εijkTjk = 0).
Así, finalmente se tiene que,
d
dt








jk εijkxjTkl corresponde al tensor densidad de flujo de momento















Usando el teorema de la divergencia para un tensor Mil en 1.13,
d
dt




con dS = n̂da como el elemento de superficie sobre el volumen V . La ecua-
ción 1.15 expresa la conservación de momento angular del sistema de cargas
y campos electromagnéticos en el volumen V encerrado por la superficie S341.
La cantidad
∑
lMilnl es la componente i−ésima del flujo de momento angular
por unidad de área que cruza dicha superficie.






ε0r× (E×B) d3r. (1.16)
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1.1.4. Descomposición del Momento Angular
Gracias al potencial del algebra vectorial en este trabajo se propone una se-
paración alternativa del momento angular del campo EM, variando el pro-
cedimiento que sigue la referencia comunmente citada, Cohen-Tannoudji 69.
De esta manera también es posible una expresión para el momento angular
orbital espinorial y otra para el momento angular orbital de la luz, según se
describe a continuación.
Reescribiendo la ecuación 1.16 mediante el triple producto vectorial A× (B×
C) = B(A •C)−C(A •B) y escribiendo la inducción magnética en términos
de su potencial vector, B = ∇×A, se obtiene la siguiente ecuación:∫
ε0r× (E×B) d3r =
∫
ε0E [r • (∇×A)] d3r−∫
ε0(r • E)(∇×A)d3r.
(1.17)
El primer término del lado derecho de la igualdad 1.17 se transforma bajo la
propiedad vectorial ∇ • (A×B) = B • (∇×A)−A • (∇×B) y el segundo
término mediante ∇× (φA) = φ(∇×A) +∇φ×A, de tal manera que, con
∇× r = 0, tenemos
JE = ε0
∫
{E [∇ • (A× r)]−∇× [(r • E)A] +∇(r • E)×A} d3r. (1.18)
Como puede notarse, tenemos tres términos que involucran las entidades vec-
toriales básicas. El primer término del lado derecho de la ecuación 1.18 se
integra mediante integración por partes para funciones vectoriales70
∫
E [∇ • (A× r)] d3r = −
∫
(A× r) (∇ • E) d3r +
∮
S
[(A× r) • E] dS.
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se pueden seleccionar superficies de integracion suficientemente grandes de tal
forma que contengan los campos y en la frontera, donde A = 0 y E = 0, la
ecuación 1.18 se reduce a
JE = ε0
∫
[(∇⊗ E) • r]×A d3r + ε0
∫
E×A d3r. (1.19)
donde se ha usado la identidad diádica, ∇(A•B) = (∇⊗B)•A+(∇⊗A)•B
y el hecho de que (∇⊗ r) = 1.
El primer término, independiente de r, se asigna al momento angular de es-
pín S por su naturaleza vectorial o de polarización. El segundo, a menos de
que exista otra componente para el momento angular, se asocia al momento
angular orbital de la luz L, el cual conserva la dependencia en las magnitudes
físicas E, r y A pero difiere en la forma como se relacionan entre sí29. La
pertinencia de esta componente angular orbital y su comportamiento fren-
te a transformaciones de invarianza hace parte de una investigación que se
encuentra en marcha.






[(∇⊗ E) • r]×A d3r. (1.21)
Igualmente en este caso, la presencia del potencial vector en L y S genera
inquietudes sobre el significado físico de la separación del momento angular de
la luz, situación que será resuelta con la descomposición del flujo de momento
angular.
1.1.5. Descomposición del Flujo de Momento Angular
El ejemplo más estudiado del momento angular óptico corresponde a un haz
de luz con simetría cilíndrica a lo largo de su eje z 6,49. A partir de la ecuación
1.14 la densidad de flujo de momento angular del campo EM a través de un
plano z constante está dado por
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El flujo de momento angular total a través del plano z constante es
∫∫
Mzzdxdy.
Ahora, para analizar la separabilidad del flujo de momento angular se intro-
ducirán campos eléctricos y magnéticos complejos y limitando la atención a
haces monocromáticos con frecuencia angular ω. La parte real de las compo-
nentes del campo Ei y Bi en términos de amplitudes de campo complejas Ei y
Bi esto es Ei = Re [Eiexp(−iωt)] y Bi = Re [Biexp(−iωt)], permiten obtener















Ahora, integrando la ecuación 1.22 sobre un ciclo T = 2π/ω sólo sobreviven





















Las componentes del campo eléctrico y la inducción magnética del flujo de
momento angular promedio por ciclo pueden ser eliminadas utilizando las
ecuaciones 1.23. El flujo de momento angular total Mzz es obtenido por in-
















































separadas convenientemente para luego ser asociadas a los flujos de momento
angular de espín y orbital. Estas cantidades contienen sólo los campos eléctri-
cos y magnéticos49. Para investigar estas componentes del flujo de momento
angular total más allá de la aproximación paraxial se puede introducir un haz
en forma general que satisface las ecuaciones de Maxwell y que posee una
dependencia de fase azimutal exp(imϕ)342. Las componentes de este campo
eléctrico son

































[(iα− β)exp(−iϕ)Jm−1(κρ)− (iα + β)exp(iϕ)Jm+1(κρ)] ,
(1.27c)
con κ el número de onda transversal, Jm(κρ) la función de Bessel de orden m
y k = ω/c. Los números α y β son seleccionados para satisfacer la ecuación
α2+β2 = 1. Las expresiones para el campo magnético se encuentran utilizando
la segunda de las ecuaciones de Maxwell en 1.23b. El término dmp(κ) se puede
obtener de la expansión de los modos Laguerre−Gauss en términos de haces
Bessel en la aproximación no−paraxial de acuerdo con Andrews et al.339 y










Para este tipo de haz 1.27 el flujo de momento lineal total no tiene compo-
nentes en la dirección transversal, es decir,
∫∫
Txzdxdy = 0 y
∫∫
Tyzdxdy = 0.
Por esta razón, el flujo de momento angular es el mismo para cada eje paralelo
a la dirección z. Además, puede anticiparse por la forma de la ecuación 1.25
que el flujo de momento angular de spin depende de α y β y no de l.
Reemplazando esta nueva forma de los campos en 1.26 y 1.25 se encuentra:
























donde se ha hecho uso de la integral Fourier-Bessel49,343. Aquí puede notar-
se que estas expresiones tienen la dependencia esperada, lo cual justifica la
separación del flujo de momento angular en sus partes de espín y orbital.
Aplicando un tratamiento análogo para la componente z de la densidad del























la cual corresponde a la misma integral de las ecuaciones 1.29 y 1.30. La razón



















Aquí se ha hecho σz = i(αβ∗ − α∗β), la cual determina la polarización. Para
β = αexp(±iπ/2), σz toma valores ±1 que corresponden a polarización circu-
lar y cero para polarización lineal.
Este análisis muestra finalmente que el factor de fase azimutal exp(imϕ) es el
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Previamente se mostró que haces con una estructura o factor de fase exp(imϕ)
tienen un momento angular orbital bien definidom. El equivalente cuántico6,88
por su parte, muestra que como funciones de onda esta estructura corresponde
a los autoestados de la componente z del momento angular con autovalor m~.
Ahora, el cociente entre el flujo de momento angular orbital y el flujo de energía
en la ecuación 1.33 esta dado por m
ω
y sabiendo que la energía de un fotón
está dado por ~ω, puede inferirse que cada fotón del haz con factor de fase
exp(imϕ) transporta un momento angular orbital m~. El momento angular
orbital está relacionado con los vórtices ópticos ya que estos poseen el factor de
fase azimutal y gracias a esta singularidad del campo óptico posee una región
central de amplitud cero. A continuación se hará una descripción formal de
uno de los tipos de haces que poseen factor de fase exp(imϕ), ilustrando sus
principales características.
2.1. Modos Laguerre−Gauss
Haces que transportan MAO surgen naturalmente como un conjunto com-


















U LGmp = 0, (2.1)
2.1. Modos Laguerre−Gauss 13
con ρ como la coordenada radial, ϕ el ángulo azimutal y k = ω/c el número
de onda del haz. Gracias a su simetría rotacional a lo largo del eje de propa-
gación los haces Laguerre−Gauss constituyen la solución de la ecuación 2.1 y
como en la mayoría de trabajos previos, servirán de guía experimental para
generar haces con momento angular orbital. Este tipo de haces en su forma
normalizada se pueden expresar como:




























Donde CLGmp son constantes de normalización, L
|m|
p los polinomios generalizados
de Laguerre, ω(z) es radio del haz, zR es el rango de Rayleigh (o región focal),
Rc el radio de curvatura del haz y χ el salto de fase en la región focal. Todos
estos definidos a continuación:
CLGmp =
√






(e−xxm+p), m = 0, 1, 2...
ω(z)2 =














, Rc = z[1 + (
zR
z






El índice modal p, determina el número de anillos concéntricos del haz (p +
1)322 y m el número de frentes de onda helicoidal entrelazadas de igual fase, la
orientación de estas hélices está determinada por el signo de m. La forma más
simple de un haz Laguerre-Gauss según el patrón de intensidad 2.2, ocurre
cuando el índice p = 0. Este tipo de haces se denominan vórtices ópticos y
serán la guía experimental de este proyecto de investigación.
Los modos Laguerre-Gauss forman un conjunto ortonormal respecto a los
índices p cuando se integran sobre la coordenada radial ρ:∫ ∞
0
U LGmp (ρ, ϕ, z)
[
U LGmq (ρ, ϕ, z)
]∗
ρdρ = δpq. (2.3)
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Figura 2.1: Perfil de intensidad de un haz Laguerre−Gauss. (a) m=1 , p=0. (b)
m=5, p=0. (c) m=2, p=1. (d) m=2, p= 2,323.
Equivalentemente son ortogonales en el índice m cuando se integran sobre la
variable azimutal ϕ. Incluso estos modos son ortogonales en ambos índices





ρdρ U LGnp (ρ, ϕ, z)
[
U LGmq (ρ, ϕ, z)
]∗
= δnmδpq. (2.4)
2.1.1. Factor de Fase Azimutal
Haces de luz con un factor de fase de exp(imϕ) tienen un vórtice óptico
sobre el eje con una carga de vórtice o carga topológica m. Esto se puede
ver más claramente a partir de la definición de la carga de vórtice, la cual se
calcula mediante la integración de la fase a lo largo de una trayectoria cerrada









dl • ∇χ, (2.5)
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donde dl es el elemento de línea. Para una fase azimutal χ = mϕ esta integral
arroja la carga del vórtice m. Podemos ver entonces, de acuerdo con la figura
2.2, que para un factor de fase azimutal exp(imϕ), hay |m| saltos en la fase
en un círculo completo C, es decir, |m| número de frentes de onda helicoidal
entrelazados o superficies de igual fase.
Estos resultados se pueden resumir de la siguiente forma: La carga topo-
lógica del haz es la responsable del momento angular orbital de los haces
Laguerre−Gauss y su signo determina la dirección de giro de la hélices.
Figura 2.2: Estructura de fase asociada con el factor exp(imϕ), (a,b) m=1, (c,d)
m=-2 y (e,f) m=3323.
2.2. Holograma Generado por Computador
Antes de que se publicara el primer artículo sobre el MAO de la luz6,85 ya se
construían haces con singularidad en la fase. Una singularidad en la fase es un
punto en el campo óptico al rededor del cual, sobre un camino cerrado C, la
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fase cambia en 2π un número m de veces. En la figura 2.3 se puede observar
su relación con el tipo de patrones de intensidad que se obtuvieron en este
trabajo.
Figura 2.3: Frente de onda (arriba) y patrón de intensidad (abajo) del modo dona
más simple, LG1,0 322 .
El método comúnmente utilizado para generar haces que transporten MAO
es hacer pasar un haz Gaussiano a través de un Holograma. El holograma se
simula mediante la interferencia entre dos haces, los cuales son regularmente
una onda oblicua y el haz u objeto que se desea reproducir y que en este caso
tendría una singularidad en la fase de la forma 2.2. El resultado es similar a
la estructura de una rejilla de difracción tipo Ronchi con una bifurcación o
defecto en la región central con forma de tenedor. El siguiente paso es trans-
ferir el holograma generado a un material con alto índice de reflexión o alto
índice de transmisión como se muestra en la figura 2.4. Este último paso pue-
de lograrse mediante diferentes técnicas siendo la resolución del holograma, la
principal diferencia entre ellas. El resultado esperado en general son haces con
singularidad en la fase, Laguerre−Gauss, bien definidos y altamente eficientes
en relación con el primer orden de difracción86.
Para iniciar el acercamiento experimental resulta conveniente escribir los mo-
dos Laguerre−Gauss como un producto de su amplitud radialUmp(ρ), primera
línea de la ecuación 2.2, el factor de fase azimutal y el término de propagación
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Figura 2.4: Uso de holograma generado por computador como rejilla para producir
MAO en los órdenes ±189.
que incluye la fase Gouy, así:
U LGmp (ρ, ϕ, z) = Ump(ρ) e







Sin embargo, en este trabajo se adoptará la sugerencia de varios autores que
simplifican aún más la expresión 2.6, conservando esencialmente el factor de
fase de la siguiente manera84,86,87,208:
E(ρ, ϕ, z) = E0 exp(imϕ)exp(−ikz), (2.7)
donde m es la carga topológica de la singularidad y ϕ = arctan y
x
es el ángulo
medido en el plano transversal a la dirección de propagación. La interferencia
entre la onda de la ecuación 2.7 y una onda oblicua uniforme propagándose
a lo largo de una dirección relativa θ con respecto al eje de propagación z,
u = u0exp[i(kzz + kxx)], con k como la frecuencia espacial, permite obtener
la configuración de la rejilla de difracción, en el plano z = 0, conocida como
la función H del holograma86:




2.2.1. Geometría de un haz que transporta MAO
Para predecir las propiedades geométricas de un vórtice óptico generado me-
diante un haz Gaussiano y un HGC en forma de tenedor, se conocen dos
métodos. En el primero se plantea lo siguiente: Cuando un haz coherente,
pasa a través de una abertura lo suficientemente pequeña el patrón de difrac-
ción en la región lejana (Difracción de Fraunhofer)87,207 es proporcional a la
transformada de Fourier F del producto entre la abertura H y el haz inci-
dente ψG, donde kx es la componente x del vector de onda de la onda inclinada.









Para el segundo método se analiza la desviación estándar de la distribución
espacial de un haz o su divergencia54,59,116, el cual posee una distribución de
intensidad para el modo radial de orden más bajo (p = 0) escrito en la forma













La evolución geométrica de los vórtices ópticos se plantea a manera de mono-
grafía en este trabajo y su análisis experimental será abordado en próximos
estudios.
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Para generar haces que transportan momento angular orbital se hicieron ex-
ploraciones mediante la elaboración empírica de axicones y placas con fase
en espiral, ambos en acrílico y vidrio pirex, sin embargo, los resultados no
cumplieron las espectativas del proyecto. Posteriormente se abordó, por la
efectividad de los resultados según la literatura, la técnica de holografía me-
diante modulador espacial de luz para generar vórtives ópticos. Gracias a la
experiencia adquirida, la emulación de la técnica holográfica se aplicó esta véz
sobre negativo fitográfico Kodalith mediante fotografía analógica. Debe acla-
rarse que esta técnica fotográfica ha sido implementada anteriormente87 en
la generación de vórtices ópticos utilizando película fotográfica blaco y negro
tradicional.
Antes de continuar con la descripción del montaje experimental y los resul-
tados del proyecto, puede resultar útil para el lector observar previamente
cómo un placa dieléctrica, conocido como placa de fase en espiral152, de índice
de refracción, n, cuyo espesor incrementa con el ángulo azimutal de la forma
δh = φ(n − 1) lλ
2π
, al ser iluminado con una onda Gaussiana otorga a la on-
da transmitida un término de fase exp(imϕ). Término capaz de producir un
vórtice óptico tal y como se observa en la siguiente figura 3.1.
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Figura 3.1: Vórtice generado por una placa óptica que atribuye a un haz Gaussiano
una fase de la forma exp(imϕ)129.
3.1. Modulador Espacial de Luz
Como es sabido, en sistemas ópticos coherentes la información está contenida
en la amplitud y en la fase de las ondas y sus valores en cada plano perpendicu-
lar al eje de propagación determina el modo en que el haz se propaga. Aquellos
dispositivos capaces de ejercer control sobre estos parámetros se conocen como
moduladores espaciales de luz, los cuales pueden trabajar en amplitud o en
fase.
Un MEL está compuesto por una matriz de píxeles que se pueden ajustar
individualmente para modular el haz incidente. El tamaño de cada pixel varía
dependiendo del fabricante y pueden encontrarse entre (10-40) µm240. Gracias
a que el material básico de un MEL es cristal líquido, por sus propiedades de
anisotropía óptica y respuesta eléctrica, estos dispositivos pueden ser acon-
dicionados para recibir una señal de vídeo y servir de microdisplays para
máquinas de computo1.
El HGC de la ecuación 2.8 fue simulado mediante el software Matlab (The
MathWorks, Inc) utilizando el algoritmo que acompaña el MEL, (para con-
sultar características técnicas y el algoritmo usado ver apéndice B). En la
siguiente figura 3.2 se pueden observar dos hologramas para valores fijos de
tamaño de la malla, separación entre franjas y con carga de vórtice m = 4 y
m = 5 respectivamente. Estos hologramas están diseñados en escala de grises
y carecen de simetría sobre el eje vertical.
1Trabajo adelantado en el laboratorio del Grupo de Óptica y Tratamiento de Señales,
GOTS, de la Universidad Industrial de Santander
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m=4 m=5 
Figura 3.2: Hologramas con carga de vórtice m = 4 y m = 5, mediante la ecuación
2.8.
Cuando un HGC de este tipo se adapta al arreglo óptico de la fig. 3.3 es posible
analizar el comportamiento del haz transmitido en la región del campo lejano.
La fuente S, un láser de diodo (Holoeye, λ =532 nm, Pmax =15 mW) emite
un haz que pasa a través de un polarizador P1 el cual garantiza polarización
lineal y descarta efectos de MAO de espín antes de encontrarse con el MEL y
luego transmitirse a un segundo polarizador P2 que hace las veces de analiza-
dor y optimiza la operación de la matriz. Este arreglo experimental se utiliza
para registrar la intensidad de los vórtices y en su conjunto, P1-MEL-P2 se
considera normalmente como un elemento óptico difractivo.
El patrón de intensidad obtenido para este caso corresponde a ±n ordenes de
difracción en un arreglo rectangular tal y como se observa en la figura C.1
para difracción en campo lejano.
3.1.1. Vórtices Mediante el Modulador Espacial de Luz
De todos los órdenes de difracción generados por el método anterior se anali-
zará el primero n = +1, por razones de eficiencia208,344, aquel que se encuentra
contiguo a la derecha del haz central de mayor intensidad de la figura C.1,
orden de difracción al cual corresponde una cantidad de MAO positiva igual
a m~. Los vórtices obtenidos para cargas topológicas m = 0, 1, 2, ..., 11 se
presentan en la figura 3.4
La confirmación de la carga topológica de cada vórtice o equivalentemente el
momento angular orbital por fotón que transporta se puede revelar mediante
un interferómetroMach−Zehnder. El montaje experimental utilizado, el cual
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Figura 3.3: Montaje experimental para el MEL: arreglo de polarizador P1,
MEL y polarizador P2 que actua como analizador.
requiere ajuste geométrico para nada trivial, se puede apreciar en la figura 3.5.
La fuente láser S, emite una haz linealmente polarizado cuyo tamaño de spot
puede limitarse mediante un iris ajustable I antes de pasar a través de un
Beam splitter, BS1, no polarizable que lo divide en dos. Uno de estos haces
viaja colineal al haz incidente y se difracta en el HGC del modulador espacial
de luz MEL, ubicado de tal forma que mediante una precisa reflexión en el
espejoM1 (de rugosidad λ/10), sólo el primer orden de difracción llegue al se-
gundo BS. En su lugar, el haz transversal respecto al haz incidente recorre el
otro brazó del interferómetro reflejándose enM2 antes de llegar al polarizador
P que compensa la pérdida de intensidad ocurrida en el otro brazo, donde se
encuentra el MEL. Así, los dos haces se encuentran nuevamente en la interfase
del segundo BS2 para obtener sobre la cámara CCD el patrón de interferencia
característico345 entre una onda Gaussana y un haz que transporta MAO m~.
A partir de este interferograma entre onda Gaussuana y vórtice óptico puede
medirse la carga topológica del frente de fase helicoidal. Normalmente esta se
determina contando el número de dientes del tenerdor en una curva cerrada
C que envuelve la bifurcación empezando desde cero232. Variando el paráme-
tro m del HGC se pueden obtener las diferentes bifurcaciones en intensidad
mediante montaje de la figura 3.5. Las imágenes obtenidas en 3.6 reproducen
la geometría del HGC utilizado.
3.2. Película Fotográfica 23
m=0 m=1 m=2 
m=3 m=4 m=5 
m=6 m=7 m=8 
m=9 m=10 m=11 
Figura 3.4: Vórtices ópticos con MAO m~, para diferentes valores de carga topoló-
gica m, a partir de la ecuación 2.8.
3.2. Película Fotográfica
Desde el punto de vista físico el proceso fotográfico corresponde en cada una
de sus etapas a un problema cuántico de muchas partículas y desentrañarlo
puede ser la tarea de un proyecto de investigación en sí mismo. Sin embar-
go, de forma general se puede decir que el proceso fotográfico comprende las
siguientes etapas, primero, la etapa de detección, donde la luz incide sobre
la película, una lámina de acetato de celulosa recubierta por una emulsión
acuosa con haluros de plata, material fotosensible (AgI, AgCl, AgBr). De la
concentración y tamaño de estas sales dependen las características de la pelí-
cula, valores difícilmente reportados por el fabricante, como ejemplo observe
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Figura 3.5: InterferómetroMach−Zehnder para medir el MAO de un haz con frente
de fase helicoidal, constituido por una fuente láser S, un iris ajustable I, divisores
de haz BS1 y BS2, un modulador espacial de luz, aquí SLM, espejos planos M1 y
M2, un polarizador P y una cámara CCD.
la figura 3.7 con cristales de tamaño promedio (2−3) µm . Segundo, la for-
mación de la imagen latente, nombre que recibe el obscurecimiento tenue de
la emulsión por el hecho de que los fotónes incidentes desprenden átomos de
plata que forman clusters entre los cristales de sal. Tercero, la formación de
la imagen por amplificación química de los clusters o centros de formación
de imagen durante el proceso de revelado, haciendo pasar la película por una
solución rica en átomos de plata con concentración, tiempo de exposición y
temperatura recomendados por el fabricante. Después del baño con el revela-
dor la formación de clusters de átomos de plata se detiene mediante un baño
ácido acético y finalmente se remueven las sales de plata disponibles mediante
una lavado con una sustancia conocida como fijador. Para una descripción
más detallada del proceso consultar las referenicas asociadas347–351.
A continuación se describirán los detalles del método implementado que luego
de adelantar varias pruebas ofreció los mejores resultados en la generación de
vórtices ópticos mediante negativo fotográfico 2. La idea básica en este caso
consistió en optimizar el código del apéndice B según técnica nanofotolitogra-
fica237, binarizar el holograma y trasladar un nuevo HGC de alta resolución
en papel a una película fotográfica blanco y negro.
2Trabajo realizado en el laboratorio de Óptica Cuántica, GOCUV, de la Universidad del
Valle.
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m=0 m=1 m=2 
m=3 m=4 m=5 
m=6 m=7 m=8 
m=10 m=12 m=20 
Figura 3.6: Interferogramas entre haz Gaussiano y vórtices ópticos con diferentes
valores de carga topológica m.
En este caso, la función H del holograma anterior 2.8 se puede reescribir como:
H(r, ϕ) = E2
0
+ u20 + 2E0u0cos(mϕ− kxrcosθ + φ0) (3.1)
donde ϕ = arctan
y
x
+ nπ, con n tomando valores de la siguiente manera,
n =









≤ ϕ ≤ 2π
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Figura 3.7: Haluros de plata de un negativo fotográfico visto mediante microscopio
electrónico, película Kodak Tmax400352.
para mantener a 0 ≤ ϕ ≤ 2π. El proceso de optimización del algoritmo permi-
tió observar que la función H se puede hacer simétrica respecto al eje vertical
a partir del valor de φ0, cambiandolo de una fase arbitraria237 por una funcion
lineal de m.
A continuación las imágenes son binarizadas adicionando al código del holo-
grama una rutina basada en el método Thresholding346, en el cual la imagen
se segmenta y en cada bloque se compara el nivel de gris de cada pixel con un




0 H(r, ϕ) < 1
2
1 H(r, ϕ) ≥ 1
2
.
Aunque este método requiere enormes tiempos de computo con una máquina
estándar, para el método de producción de vórtices que se está implementando
se favorece el contorno de los hologramas obtenidos como puede notarse en la
figura 3.8.
Cada holograma generado de 16002x12004 píxeles a una resolución de 1000
ppp se imprimió en papel opalina lisa con densidad 250 g/cm2, en una impre-
sora láser de resolución máxima 1200 ppp. Estos hologramas ubicados sobre
un fondo blanco y plano y a una distancia d = 470 cm fueron fotografiados
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(a) (b) 
Figura 3.8: Versión aumentada de Hologramas binarizados 3.1 (a) HGC m = 3
binarizado y b)HGC m = 3 binarizado con inversión de color.
con cámara analógica Nikkormat y lente de distancia focal f = 50 mm. La
película blanco y negro que mejor resultado ofreció fue una de uso profesio-
nal de alto contraste, Kodalith Ortho Films 6556 Type 3, con un tamaño de
grano ASA12. Parámetros adicionales como abertura de diafragma y veloci-
dad de obturación se ajustaron con un fotómetro convencional. El proceso de
revelado se adelantó siguiendo las recomendaciones del fabricante y detalles
técnicos adicionales353–355. La ficha técnica de la película y condiciones de
seguridad de cada una de las sustancias utilizadas puede cunsultarse en las
referencias asociadas356–358. El resultado final son negativos fotográficos con la
imagen de los hologramas para diferente carga topológica. La representación
gráfica de este procedimiento y su resultado se puede observar en la figura A.1.
De acuerdo con el esquema de la figura 3.9 es posible estimar la distancia de
separación entre rendijas del holograma en el negativo fotográfico df a partir
de la distancia de separación entre rendijas del holograma en papel dp = 3
mm, la distancia focal de la lente f = 50 mm y la distancia entre la cámara




≈ 25 µm (3.2)





Figura 3.9: Diagrama para estimar la separación entre rendijas sobre el negativo
fotográfico df , fotografiando desde una distancia d con una camara de distancia focal
f , un holograma objeto con rendijas separadas una distancia dp.
En la figura 3.10 se confirma la estimación anterior para df después de su
calibración (siendo d y dp fijos y m variable), mediante microscopio óptico,
MO.
3.2.1. Vórtices mediante negativo fotográfico
Para obtener los diagramas de difracción del haz Gaussiano en campo lejano,
en este caso se utilizó como fuente un láser de Helio-Neón λ = 632 nm, con
Pmax de 25 mW y un perfil de intensidad, capturado con una camara CCD
(Spiricon SP620U) 1600x1200 píxeles, como se observa en la figura D.1.
Una fuente láser S emite una haz linealmente polarizado que se hace pasar
por un filtro espacial para reducir el ruido debido a la alta frecuencia espacial.
Este paso realiza mediante la transformada de Fourier del haz incidente y
genera una reducción considerable de su intensidad. Un iris ajustable I separa
la región central del haz antes de que pase por una lente plano-convexa L1 y
luego al Beam splitter, BS1, no polarizable que lo divide en dos. Uno de estos
haces viaja colineal al haz incidente y se difracta en el HGC de la película
fotográfica Hf , ubicado de tal forma que mediante una precisa reflexión en
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Figura 3.10: Negativo fotográfico de 35 mm frente a microscopio óptico para (a)
m = 1, (5X) y (b) m = 2, (10X).
el espejo M1 sólo el primer orden de difracción llega al segundo BS2. En la
otra dirección el segundo haz se hace pasar por un polarizador compensador
P antes de reflejarse en M2 y encontrarse con el primer haz en la interfase
del segundo BS2. Finalmente sobre la cámara CCD se registran los patrones
de interferencia respectivos. Los interferogramas entre vórtice óptico y haz
Gaussiano de referencia se obtienen mediante el montaje de la figura 3.12.
En la figura D.2 se pueden observar perfiles de ajuste del interferómetro
Mach−Zehnder para dos casos de interferencia, primero, con onda Gaussia-
na y segundo, con onda Gaussiana y onda esférica.
La ubicación de los hologramas Hf en un montaje para difracción de campo
lejano según la figura 2.4 permite obtener los vórtices ópticos agrupados en la
figura 3.11.
La simetría asociada a los hologramas sobre película fotográfica permite de-
terminar por interferometría con onda Gaussiana carga de vórtice mediante
el conteo del número de franjas obscuras al interior del tenedor o bifurcación
principal según se describe en el anexo la figura E.1.
Por otro lado, con estas modificaciónes se observa que los órdenes de difrac-
ción pasaron de distribuirse en un plano de números enteros para el modulador
como en la figura C.1 a una línea recta, <2 −→ < en el caso fotográfico. Este
fenómeno posiblemente se deba a la pixelación del modulador, sin embargo, se
espera aclarar esta situación cuando se proyecten los hologramas binarizados
sobre un mudulador espacial de luz.
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m=1	   m=2	  
m=3	   m=5	  
m=7	   m=9	  
	  
m=11	   m=25	  
	  
Figura 3.11: Vórtices ópticos mediante película fotográfica para diferentes valores
de m de la función 3.1.
Aunque para el caso de interferencia entre vórtice y onda Gaussiana se mues-
tran los resultados similares a los obtenidos mediante MEL, en este caso se
puede apreciar mayor definición en los interferogramas, tal y como se observa
en la figura 3.13.
3.2. Película Fotográfica 31
Figura 3.12: Interferómetro Mach − Zehnder para medir el MAO de un haz con
frente de fase helicoidal, constituido por una fuente láser S, un iris ajustable I, un
filtro espacial SF, divisores de haz BS1 y BS2, un holograma fotográfico Hf, espejos
planos M1 y M2, un polarizador P y una cámara CCD.
Como puede notarse de la expresión calculada para df , es posible reducir la
distancia de separación entre rendijas sobre el holograma logrando separar
aún más los vórtices, a partir del control de los otros dos parámetros d y f .
Para esta misma técnica se implementó adicionalmente interferometría entre
vórtice óptico y onda esférica. El montaje experimental es práticamente el mis-
mo de la figura 3.12 a diferencia de ubicar una segunda lente, plano-convexa
L2, sobre el brazo de referencia del interferómetro. La carga topológica del
vórtice se determina contando el número de espirales entrelazadas de los pa-
trones obtenidos en la figura 3.14, la cual recoge los resultados experimentales
más llamativos de este trabajo. Se recomienda observar la cercanía de estos
resultados con los reportados en trabajos previos87,237,361,362.
Aunque en este momento los acetatos grabados con hologramas en forma de
tenedor podrían ser de gran ayuda a nivel pedagógico, la estandarización de
la técnica de HGC grabado sobre película fotográfica puede ofrecer un método
real para hacer investigación sobre aplicaciones del momento angular orbital






Figura 3.13: Vórtices ópticos con Hf de la ecuación 3.1. (a) m = 1, m = 2 y m = 3
y sus respectivos patrones de interferencia con onda Gaussiana (b) .
de la luz cuando, por dificultades instrumentales, no se dispone de otra tecnica
para generarlos.
3.2.1.1. Vórtice a través de abertura anular circular.
Aberturas ópticas de diferentes formas, triangular equilátera, hexagonal, cua-
drada entre otras275,359,360 han sido propuestas para determinar experimenta-
lemente la carga topológica de un vórtice óptico tratando de evitar el, para
nada trivial, ajuste interferométrico. Como resultado adicional de este pro-
yecto de investigación y preambulo de una investigación que se encuentra en
marcha, se muestran algunas imágenes del fenómeno de difracción entre un
vórtice óptico y una abertura anular circular en forma de anillo, con dimen-
siones comparables entre sí.
Para su fabricación, la abertura anular circular fue simulada en Matlab (The
MathWorks, Inc), siguiendo el mismo proceso de binarización, impresión en
papel y grabado fotográfico descrito anteriormente, obteniendo sobre el ace-
tato de alto contraste la imagen de la figura F.1.
Cuando los vórtices ópticos generados se transmiten a través de una misma
abertura anular circular se aprecia una ligera variación de la distribución de
intensidad de acuerdo con la primer columna de la figura 3.15. Si posterior-
mente los vórtices filtrados se hacen interferir uno a uno con una onda esférica,
mediante el montaje presentado anteriromente en 3.12, se obtienen imágenes
interferométricas entre vórtice y onda esférica de mayor contraste que las ya
presentadas en los resultados de la figura 3.14, tal y como puede observarse en
la segunda columna de la figura 3.15. Como puede notarse de estas imagenes
interferométricas, la carga topológica del vórtice filtrado no se vé alterada,
logrando mejores imágenes en intensidad para los espirales obtenidas.






Figura 3.14: Patrones de interferencia de vórtices ópticos, Hf de la ecuación 3.1 y
onda esférica de referencia (a) y sus respectivos perfiles de intensidad (b).






Figura 3.15: Vórtices ópticos de diferentes valores de m filtrados mediante la aper-




Las propiedades mecánicas del campo electromagnético permiten obtener cons-
tructivamente las leyes de conservación del momento angular total de la luz
y expresar el momento angular y el flujo de momento angular del campo en
términos de sus componentes orbital y de espín.
El factor de fase azimutal exp(imφ) transporta un bien definido momento an-
gular orbital y de esta manera se puede lograr una correspondencia entre la
carga topologica como característica geométrica del vórtice óptico y el mo-
mento angular orbital de la luz.
El trabajo experimental con holografía permitió generar vórtices ópticos como
una versión simplificada de modos Laguerre-Gauss. Los resultados obtenidos
mediante ambas técnicas, MEL y negativo fotográfico reprodujeron resultados
de diferentes autores.
La confirmación de la carga topológica o equivalentemente el momento angu-
lar orbital transportado por un vórtice óptico se determinó cuantitativamente
por interferometría de alta precisión como lo hacen otros autores, para ambas
técnicas holográficas, el modulador espacial de luz y el negativo fotográfico.
A diferencia de la holografía mediante modulador espacial de luz, la portabili-
dad del holograma sobre negativo fotográfico promete ser un elemento de uso
pedagógico para la introducción del momento angular orbital de la luz.
Gracias a los resultados obtenidos, la estandarización de la técnica holografía
sobre negativo fotográfico se proyecta como una alternativa para investigar
aplicaciones con vórtices ópticos en la Universidad del Valle.
La conservación de la carga topológica de un vórtice óptico al pasar por una
abertura anular circular permite intuir la posibilidad de transmitir pulsos de




Montaje para grabado de
Hologramas
(a) (b) 
Figura A.1: Montaje experimental para fotografiado de hologramas en papel(a) y
resultado en negativo fotográfico de 35 mm (b).
Apéndice B
Código para HGC mediante MEL
Código en Matlab (The MathWorks, Inc) para la creación de holograma tene-
dor en escala de gris según la figura 3.2.
El modulador espacial de luz utilizado fue un LC 2002 Transmissive 800(H)x600(V ),










10 figure(1); imagesc(f1); colormap gray, axis off
11 %f2=angle(exp(i*L1*Thet));
12 % i=imrotate(f1,-90,'bilinear','crop');
13 % figure(2); imagesc(i); colormap gray, axis off














Difracción de campo lejano con
MEL
Figura C.1: Distribución en campo lejano de los ordenes de difracción para el HGC




Figura D.1: Perfil de intensidad del láser de tubo He−Ne, λ = 632 nm, (a) 2D y
(b) 3D.
42 Apéndice D. Perfiles de ajuste
(a) 
(b) 
Figura D.2: Perfiles de ajuste del Mach − Zehnder para ondas Gaussiana (a) y
para onda Gaussiana y onda esférica (b).
Apéndice E
Diagrama para determinación de
la carga topológica
Figura E.1: Método para medir la carga topológica |m| de un vórtice óptico median-
te la fase, a partir de las franjas obscuras del patrón de bifurcación por interferencia
con una onda Gaussiana de referencia en un Mach− Zehnder.
Apéndice F
Abertura anular circular
Figura F.1: Abertura óptica en forma de anillo simulada (a) y su imagen grabada
sobre negativo fotográfico con escala de 300 µm (b).
Apéndice G
Perspectivas
En trabajos cercanos se mostrará una descripción formal sobre el fenómeno
de difracción de haces que transportan momento angular orbital a través de
una abertura anular circular y geometrías similares. Además, identificar la
equivalencia descriptiva entre la abertura anular circular y una guía de onda
con igual sección transversal.
Se espera utilizar el código empleado para la técnica de holografía sobre ne-
gativo fotográfico en un modulador espacial de luz y comparar resultados.
Finalmente, se construyeron aberturas ópticas adicionales y hologramas com-
puestos que surgen de la superposición de dos hologramas en forma de tenedor
y se grabaron sobre negativo fotográfico siguiendo la técnica antes descrita.
Aunque estas rejillas se encuentran pendientes por analizar, las imágenes de
la simulación y su apariencia frente al microscopio óptico se muestran a con-
tinuación:
Figura G.1: Simulación y negativo fotográfico de abertura triangular (a) y hologra-
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